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Resumen. En este trabajo se presenta una mejora del me´todo de submapping para
ampliar su aplicabilidad. El algoritmo de submapping tiene dos limitaciones principales.
La primera de ellas es que so´lo se puede aplicar en geometr´ıas tales que los a´ngulos entre
las aristas y las caras de la geometr´ıa tienen que ser, aproximadamente, mu´ltiplos enteros
de pi/2. La segunda limitacio´n es que la geometr´ıa tiene que ser simplemente conexa. En
este trabajo se presenta una extensio´n del algoritmo de submapping para mallar geometr´ıas
con agujeros totalmente interiores.
1 INTRODUCCIO´N
El me´todo de submapping [1, 2] es una te´cnica ampliamente utilizada para la generacio´n
de mallas estructuradas de cuadrila´teros y hexaedros. Dicho algoritmo descompone la
geometr´ıa en piezas y, a continuacio´n, malla cada pieza por separado preservando la
compatibilidad entre las piezas mediante la resolucio´n de un problema lineal entero. En
nuestra implementacio´n, se ha usado el me´todo de la interpolacio´n transfinita (TFI) [3]
para mallar cada subdominio.
Aunque el me´todo de submapping es capaz de producir mallas de gran calidad, el
me´todo no es general y, por lo tanto, no se puede aplicar en cualquier geometr´ıa. El
me´todo tiene dos limitaciones que reducen su aplicabilidad. La primera limitacio´n es que
los a´ngulos que forman las aristas y las caras de la geometr´ıa tienen que ser mu´ltiplos
enteros de pi/2. La segunda limitacio´n es que la geometr´ıa no puede tener agujeros.
En la referencia [4] los autores presentan dos contribuciones originales para mitigar
los efectos de estas limitaciones en geometr´ıas bidimensionales. Por un lado, se presenta
1
E. Ruiz-Girone´s and J. Sarrate
(a) (b)
Figura 1: Espacio f´ısico y computacional de una geometr´ıa. (a) Espacio f´ısico. (b) Espacio computacional.
un nuevo algoritmo para clasificar los nodos que forman la frontera del dominio. De
esta forma, se puede reducir sustancialmente la restriccio´n de que las aristas del contorno
deben formar a´ngulos que sean aproximadamente mu´ltiplos enteros de pi/2. Por otro lado,
se presenta un algoritmo automa´tico que permita extender el me´todo de submapping a
dominios no simplemente conexos.
En este trabajo se presenta una extensio´n de los resultados obtenidos en [4] a la gen-
eracio´n de mallas estructuradas de hexaedros para geometr´ıas tridimensionales. Concreta-
mente, se presenta un algoritmo para mallar geometr´ıas con agujeros totalmente interiores
mediante el me´todo de submapping.
2 SUBMAPPING 3D
Con el fin de generar una malla estructurada, se construira´ una representacio´n de la
geometr´ıa en la que todas las caras son paralelas a los planos ordenados. Se define esta
representacio´n como el espacio computacional mientras que la geometr´ıa inicial se define
como el espacio f´ısico. El espacio computacional se usara´ para facilitar la tarea de de-
scomponer la geometr´ıa. La Figura 1 muestra el espacio f´ısico y el espacio computacional
correspondiente a una geometr´ıa dada.
El me´todo de submapping para volu´menes se puede descomponer en siete pasos:
1. Clasificacio´n de los ve´rtices para cada cara.
2. Clasificacio´n de las aristas.
3. Clasificacio´n de las caras.
4. Discretizacio´n de la frontera.
5. Construccio´n del espacio computacional.
6. Descomposicio´n de la geometr´ıa en piezas lo´gicamente equivalentes a un hexaedro.
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Figura 2: Diferentes clasificaciones de un ve´rtice segu´n las caras a las que pertenece.
7. Discretizacio´n de cada pieza mediante el me´todo TFI.
2.1 Clasificacio´n de los ve´rtices
Los ve´rtices de la geometr´ıa inicial se clasifican, para cada una de las caras, segu´n el
a´ngulo que forman las dos aristas adyacentes. De esta forma, un mismo ve´rtice tiene difer-
entes clasificaciones para cada cara a la que pertenece. Recordemos que la clasificacio´n
de un ve´rtice segu´n el a´ngulo que forman las dos aristas adyacentes puede ser:
• Lado: el a´ngulo entre las arista es aproximadamente 0.
• Final: el a´ngulo entre las arista es aproximadamente pi/2.
• Reverso: el a´ngulo entre las arista es aproximadamente pi.
• Esquina: el a´ngulo entre las arista es aproximadamente 3pi/2.
La Figura 2 muestra una geometr´ıa en la que se puede observar, resaltado en rojo, un
ve´rtice que pertenece a tras caras y que se ha clasificado como esquina en la cara frontal,
mientras que se ha clasificado como final en las otras dos caras.
2.2 Clasificacio´n de las aristas
Las aristas de la geometr´ıa inicial se clasifican de dos maneras. La primera de ellas es
global y se basa en el a´ngulo que forman las dos caras adyacentes. De la misma forma
que en la clasificacio´n de los ve´rtices, se tiene que los a´ngulos entre caras adyacentes
son, aproximadamente, mu´ltiplos enteros de pi/2. Por este motivo, una arista se puede
clasificar como:
• Lado: el a´ngulo entre las caras es aproximadamente 0.
• Final: el a´ngulo entre las caras es aproximadamente pi/2.
• Reverso: el a´ngulo entre las caras es aproximadamente pi.
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Figura 3: Ejemplos de clasificacio´n de aristas.
• Esquina: el a´ngulo entre las caras es aproximadamente 3pi/2.
La Figura 3 muestra dos geometr´ıas en las que aparece una arista clasificada como lado
(color azul), final (color verde), esquina (color rojo) y reverso (color rosa).
La segunda clasificacio´n de las aristas es local en el sentido que cada arista tambie´n
se puede clasificar dentro de cada cara a la que pertenece. Cada una de las caras de
la geometr´ıa se pueden mallar mediante el me´todo de submapping en dos dimensiones.
Por este motivo, se tiene un espacio computacional bidimensional para cada cara. Por
consiguiente, cada arista tiene una clasificacio´n segu´n la direccio´n y sentido que tenga en
el espacio computacional asociado a cada cara a la que pertenece. Entonces, para cada
cara f de la geometr´ıa, se definen los siguientes grupos:
I+f = {aristas de la cara f clasificadas como + i},
I−f = {aristas de la cara f clasificadas como − i},
J+f = {aristas de la cara f clasificadas como + j},
J−f = {aristas de la cara f clasificadas como − j}.
2.3 Clasificacio´n de las caras
Las caras de la geometr´ıa se clasifican segu´n la normal exterior que tendra´n en el
espacio computacional. Dado que las caras en el espacio computacional son paralelas a
los planos ordenados, cada cara se puede clasificar como:
• +I: la normal de la cara es (1, 0, 0).
• -I: la normal de la cara es (−1, 0, 0).
• +J: la normal de la cara es (0, 1, 0).
• -J: la normal de la cara es (0,−1, 0).
• +K: la normal de la cara es (0, 0, 1).
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Figura 4: Geometr´ıa cu´bica con tres caras clasificadas.
• -K: la normal de la cara es (0, 0,−1).
La Figura 4 muestra una geometr´ıa con una cara clasificada como +I (color azul), +J
(color verde) y +K (color rojo).
2.4 Discretizacio´n de la frontera
Para generar una malla estructurada de hexaedros, primero se ha de generar una malla
estructurada de cuadrila´teros en la frontera. Por este motivo, para cada cara, f , de la


















A fin de mantener el nu´mero de nodos en una cantidad razonable y, a la vez, cumplir





























donde ωe ≥ 0 son unos pesos y Ne ≥ 1 es una cota inferior del nu´mero de elementos para
la arista e. Los pesos se definen como ωe = 1/l(e), donde l(e) es la longitud de la arista e.
De esta forma, se favorece que el algoritmo an˜ada ma´s elementos en las aristas de mayor
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Es interesante observar que para poder obtener una malla estructurada en el interior de
la geometr´ıa, tan solo se ha de imponer que se pueda generar una malla estructurada en
cada una de las caras que forman la frontera. Es ma´s, la discretizacio´n de la frontera se
ha obtenido sin haber clasificado anteriormente las caras de la geometr´ıa.
Finalmente, una vez solucionado el problema de compatibilidad, se discretiza la frontera
de la geometr´ıa mediante el algoritmo de submapping para superficies.
2.5 Construccio´n del espacio computacional
Una vez que la frontera del volumen esta´ discretizada, se puede construir el espacio
computacional. La construccio´n del espacio computacional se realiza a partir de los ele-
mentos generados en el espacio f´ısico. Para cada elemento del espacio f´ısico, se construira´
un elemento en el espacio computacional. Adema´s, se impondra´ que los nodos en espacio
computacional ocupen posiciones con coordenadas enteras. A partir de este punto, se hara´
un abuso de lenguaje y se le llamara´ arista computacional a una arista de la malla en el
espacio computacional. De la misma forma, se llamara´ cara computacional a una cara de
la malla en el espacio computacional. Es decir, las entidades en el espacio computacional
no estara´n relacionadas con entidades geome´tricas, sino con entidades de malla.
2.6 Descomposicio´n de la geometr´ıa
Cuando el espacio computacional esta´ construido, se procede a descomponer la geo-
metr´ıa. Para ello se usara´n superficies de corte. Se impone que dichas superficies empiecen
en aristas clasificadas como esquina o reverso, ya que son las zonas de la geometr´ıa donde
hay concavidad. Asimismo, tambie´n se impone que las superficies de corte en el espacio
computacional sean paralelas a los planos ordenados. De este modo, para las aristas
clasificadas como esquina se tiene dos posibles superficies de corte y para las esquinas
clasificadas como reverso hay tres posibles superficies de corte (ver Figura 5).
Las superficies de corte se construyen en el espacio computacional a partir de un bucle
de nodos que definen su frontera. En nuestra implementacio´n, se escoge la superficie de
corte que tenga per´ımetro mı´nimo en el espacio computacional. Una vez encontrado el
bucle de nodos que forma la superficie de corte, esta se tiene que mallar mediante el
me´todo de submapping para superficies. La Figura 6 muestra una geometr´ıa con una
superficie de corte en el espacio f´ısico.
La superficie de corte define dos volu´menes dentro de la geometr´ıa inicial. En cada
uno de ellos, se itera el proceso de descomposicio´n hasta que no quede ninguna arista
clasificada como esquina o reverso.
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Figura 5: Posibles superficies de corte en aristas esquina y reverso. (a) Arista esquina. (b) Arista reverso
Figura 6: Geometr´ıa con una superficie de corte (color azul) en el espacio f´ısico.
2.7 Discretizacio´n
Una vez que se ha obtenido una pieza de la geometr´ıa que no contiene aristas esquina
o reverso, e´sta puede ser mallada. Para este fin, se utilizara´ el me´todo de interpolacio´n
transfinita tridimensional. Como las piezas son lo´gicamente equivalentes a un hexaedro,
existe una transformacio´n entre el cubo unidad y la pieza que se desea mallar. Por lo
tanto, se puede transferir una malla desde el cubo unidad hasta dicha pieza. El me´todo
TFI permite construir esta transformacio´n.
3 GEOMETRI´AS MU´LTIPLEMENTE CONEXAS
El algoritmo detallado hasta este punto tan solo es va´lido para volu´menes simplemente
conexos. Un volumen es mu´ltiplemente conexo porque tiene un agujero totalmente inte-
rior(ver Figura 7(a)) o un agujero pasante (ver Figura 7(b)). En este trabajo trataremos
los agujeros totalmente interiores. En este tipo de geometr´ıas, la frontera del volumen
esta´ formada por diferentes componentes conexas. Por consiguiente, una vez colocado
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Figura 7: Geometr´ıas con diferentes tipos de agujeros. (a) Geometr´ıa con un agujero interior. (b)
Geometr´ıa con un agujero pasante.
en el espacio computacional el conjunto de caras correspondiente a la frontera exterior,
aparece el problema de colocar correctamente los conjuntos de caras correspondientes a
las fronteras interiores. Una posible solucio´n para mallar volu´menes de este tipo ser´ıa con-
vertir la geometr´ıa a simplemente conexa. Para este fin, se conectara´ la frontera exterior
con las fronteras interiores mediante superficies virtuales.
Tal y como se ha dicho anteriormente, el problema que se plantea para convertir la ge-
ometr´ıa a simplemente conexa es conectar la frontera exterior con las fronteras interiores.
La forma de conectar la frontera exterior con las fronteras interiores se realiza en cuatro
fases:
(i) Se genera una malla de la frontera mediante submapping (ver Figura 8(a)).
(ii) Se selecciona una cara de la malla de la frontera exterior (cara inicial) y una cara
de la malla de la frontera interior (cara final) y se borran de la malla (ver Figura
8(b)). La seleccio´n de dichas caras se detallara´ a continuacio´n.
(iii) Las caras seleccionadas se conectan mediante una superf´ıcie virtual en forma de tubo
(ver Figura 8(c)). El contorno exterior se actualiza an˜adiendo el contorno interior
conectado y la superficie virtual.
(iv) Se repiten los pasos (ii)-(iii) hasta que todos los contornos interiores hayan sido
conectados con el contorno exterior. Una vez la geometr´ıa es simplemente conexa,
el algoritmo de submapping puede proceder normalmente.
Tan solo falta describir la seleccio´n de las caras que se conectara´n para convertir la
geometr´ıa a simplemente conexa. A partir de la malla de cuadrila´teros generada en la
frontera del volumen mediante el me´todo de submapping, se genera una tetrahedral-
izacio´n restringida de Delaunay. La Figura 9 muestra la tetrahedralizacio´n restringida
de Delaunay de una geometr´ıa mu´ltiplemente conexa. En nuestra implementacio´n, la
tetrahedralizacio´n ha sido generada mediante la librer´ıa Tetgen [8]. Las aristas de dicha
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Figura 8: Geometr´ıas mu´ltiplemente conexa convertida a simplemente conexa. (a) Frontera discretizada
mediante submapping. (b) Caras de la malla a conectar. (c) Geometr´ıa simplemente conexa.
Figura 9: Tetrahedralizacio´n restringida de Delaunay de una geometr´ıa mu´liplemente conexa.
tetrahedralizacio´n sera´n la base para seleccionar las caras a conectar. Se recorren todas las
aristas de la tetrahedralizacio´n que conecten el contorno exterior con un contorno interior
y se selecciona aquella que proporcione los mejores a´ngulos. Es decir, que la arista sea lo
ma´s ortogonal posible a los dos contornos. A igualdad de a´ngulos, se escogera´ la arista
ma´s corta. Las caras adyacentes a la arista sera´n candidatas a ser seleccionadas. De entre
todas ellas, se seleccionan aquellas dos que proporcionen a la superficie virtual los mejores
a´ngulos. Es decir, que los nuevos a´ngulos creados al insertar la superficie virtual, sean lo
ma´s parecidos posible a un mu´ltiplo entero de pi/2.
4 EJEMPLOS NUME´RICOS
En esta seccio´n se presentan tres ejemplos de mallas generadas mediante el me´todo
de submapping para volu´menes. Los dos primeros ejemplos muestran la aplicacio´n del
me´todo desarrollado para geometr´ıas simplemente conexas. Por consiguiente, no es nece-
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Figura 10: Mallas generadas en las geometr´ıas presentadas en el primer ejemplo. (a) Malla generada en
una geometr´ıa con una arista clasificada como esquina. (b) Malla generada en una geometr´ıa con una
arista clasificada como reverso.
sario aplicar el algoritmo para convertir las geometr´ıas a simplemente conexas. Concreta-
mente, en el primer ejemplo se consideran dos volu´menes. El primero contiene una arista
clasificada como esquina y el segundo contiene una arista clasificada como reverso. La
Figura 10, muestra las mallas generadas mediante el me´todo de submapping de las dos
geometr´ıas, descomponiendo la geometr´ıa por una arista clasificada como esquina (Figura
10(a)) y por una arista clasificada como reverso (Figura 10(b)).
En el segundo ejemplo se presenta la aplicacio´n del algoritmo desarrollado a dos ge-
ometr´ıas simplemente conexas en las que es necesario realizar varios cortes para descom-
ponerlas en volu´menes lo´gicamente equivalentes a un hexaedro. En estos casos, tan solo
ha sido necesario especificar un taman˜o de elemento global para generar la malla. La
Figura 11 muestra las mallas generadas en dichas geometr´ıas.
En el tercer ejemplo, se muestra la aplicacio´n del me´todo desarrollado para generar
mallas en volu´menes mu´ltiplemente conexos mediante el me´todo de submapping. Ya que
las geometr´ıas contienen agujeros interiores, sera´ necesario convertirlas a simplemente
conexas. El tercer ejemplo muestra dos volu´menes que contienen diversos agujeros total-
mente interiores. La Figura 12 muestra las mallas generadas en dichas geometr´ıas.
5 CONCLUSIONES
En este trabajo se ha presentado una extensio´n de la te´cnica de submapping para
generar mallas estructuradas de hexaedros. Tal y como se ha descrito anteriormente, el
me´todo de submapping no es una te´cnica general, en el sentido de que no se puede aplicar a
la discretizacio´n de cualquier geometr´ıa. Dicho me´todo tiene dos limitaciones principales.
La primera es que los a´ngulos entre los elementos que definen la geometr´ıa tienen que ser,
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Figura 11: Mallas generadas en las geometr´ıas presentadas en el segundo ejemplo.
(a) (b)
Figura 12: Mallas generadas en las geometr´ıas presentadas en el tercer ejemplo.
aproximadamente, mu´ltiplos enteros de pi/2. La segunda es que la geometr´ıa tiene que ser
simplemente conexa. En este trabajo se ha desarrollado un algoritmo para poder aplicar el
me´todo de submapping en geometr´ıas con agujeros totalmente interiores. La idea general
del me´todo consiste en convertir la geometr´ıa a simplemente conexa mediante el uso de
superficies virtuales de corte que unen la frontera exterior del volumen con las fronteras
interiores. Dichas superficies se calculan a partir de una tetrahedralizacio´n restringida de
Delaunay del interior del volumen. Una vez que la geometr´ıa es simplemente conexa, e´sta
puede ser mallada mediante el algoritmo de submapping usual.
Finalmente, es importante comentar que, tanto el me´todo de submapping como el algo-
ritmo para generar mallas en volu´menes mu´ltiplemente conexos han sido implementados
dentro del entorno ez4u [9].
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